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MAXIMUM DE LA DISTANCE DE TRANSFERT
A UNE PARTITION DONNEE

Iréene CHARON!, Lucile DENEUD2, Olivier HUDRY!2

RESUME — Dans cet article, on étudie une distance définie sur ensemble des partitions d’un
ensemble fini. Etant données deuz partitions P et Q, cette distance, appelée distance de transfert,
correspond au nombre minimum de transferts d’un élément d’une classe dans une autre nécessaires
pour transformer P en Q, ou réciproquement Q en P. On détermine le mazimum de la distance
de transfert entre une partition donnée et une partition quelconque, indépendamment du nombre
de classes, puis le maximum de cette distance entre une partition donnée et une partition dont le
nombre de classes est magjoreé.

MOTS CLES — Distance, Partitions, Transferts

SUMMARY — Maximum of the transfer distance to a given partition
In this paper, we study a distance defined over the partitions of a finite set. Given two partitions P
and Q, this distance, called the transfer distance, is defined as the minimum number of transfers of
an element from one class to another, required to transform P into Q or equivalently Q in P. We
give some formulae for the maximum distance value between a given partition and any partition,
then the maximum distance value between a given partition and a partition with an upper-bounded
number of classes.

KEYWORDS — Distance, Partitions, Transfers

1. INTRODUCTION

Le partitionnement de grands ensembles est un sujet d’étude dans plusieurs domaines
d’une grande importance tels que :

e les réseaux sociaux [Seidman, 1983|, dans lesquels on cherche a découvrir des
communautés , que ce soit a travers la relation de citation entre auteurs de
publications [Batagelj, Mrvrar, Zaversnik, 1999 ; Newman, 2001|, ou la relation
de liens entre pages Web [Moody, 2001],

e la pagination des circuits électroniques, pour leur conception et leur représen-
tation [Alpert, Kang, 1995 ; Fraysseix (de), Kuntz, 1992],
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e la biologie moléculaire, en particulier pour la classification des protéines, que
ce soit & partir des données d’expression |[Getz, Levine, Domany, 2000] ou des
graphes d’interactions directes entre protéines |Guénoche, 2004 ; Matsuda,
Ishihara, Hashimoto, 1999 ; van Dongen, 2000].

A chaque fois, les ensembles que I’on cherche a partitionner sont de grande taille,
plusieurs milliers & plusieurs dizaines de milliers d’éléments. Dans chacun de ces
domaines, les chercheurs congoivent et développent de nouvelles méthodes de parti-
tionnement. Se pose alors le probleme de valider ces méthodes ou de les comparer
les unes aux autres.

Un protocole simple, pour évaluer une méthode de partitionnement, consiste a
mesurer son aptitude a retrouver des partitions initialement mises dans les don-
nées. On dispose d’'un ensemble X, avec une partition naturelle P. En appliquant
une quelconque méthode de partitionnement, on obtient une partition @ que l'on
veut comparer & P et qui n’a pas nécessairement le méme nombre de classes. On
peut aussi vouloir comparer directement deux partitions Q et Q' obtenues par deux
méthodes différentes & partir des mémes données.

Le probléme n’est pas nouveau [Arabie, Hubert, 1996 ; Hubert, Arabie,
1985 ; Lerman, 1988 ; Rand, 1971], et l’article de Day [1981] établit une liste de
dix distances entre partitions, qu’il compare du point de vue de la complexité de
leur évaluation et d’une relation d’ordre partiel (deux métriques sont comparables
si les valeurs de 1'une sont systématiquement inférieures ou égales aux valeurs de
lautre). Plusieurs de ces distances sont définies comme le plus petit nombre de
transformations sur les classes pour passer de P a Q et sont baptisées Minimum
Length Sequence metrics par Day ; ou encore distances d’édition, les transforma-
tions invoquées étant des opérations d’édition sur les partitions (ajout et retrait
d’un élément, fusion et fission de classes). Nous étudions dans cet article celle qui
correspond a la seule opération de transfert d’un élément d’une classe dans une
autre, éventuellement vide, et qu’on appellera distance de transfert (notée par la
suite 0).

La distance de transfert fut tout d’abord introduite par Régnier en 1965 [Régnier,
1983]. En 1981, Day [1981] montre que le calcul de cette distance revient a la
résolution d'un probléme de couplage maximum de poids minimum dans un graphe
biparti. On peut trouver une application de cette distance dans [Guénoche, 2005],
ol on l'utilise pour comparer différents algorithmes de partitionnement de graphe.
Elle est également étudiée dans [Denceud, Guénoche, 2006] et sert a comparer des
indices usuels de distance entre partitions.

Cette distance présente cependant le défaut de ne pas étre normalisée. Cet article
propose des valeurs extrémales de la distance de transfert sur différents ensembles de
partitions, ce qui permet de normaliser celle-1a sur ceux-ci. Il est trivial de trouver
le maximum 6,,,, de la distance de transfert entre deux partitions quelconques sur
un ensemble X; il correspond au diamétre de ’ensemble des partitions sur X :
Omax = |X| — 1 (c’est la distance entre la partition a une classe et la partition a | X|
classes).

Si on veut comparer des partitions dont certaines caractéristiques sont fixées,
on peut alors vouloir évaluer le maximum de la distance de transfert sur ce nouvel
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ensemble de partitions afin d’obtenir une normalisation plus adaptée. Dans
[Charon, Denceud, Guénoche, Hudry, 2006|, nous avons déterminé la distance maxi-
mum entre deux partitions dont les nombres de classes sont donnés ou majorés. Nous
poursuivons cette étude dans cet article en établissant le maximum de la distance
de transfert a une partition P donnée et le maximum de la distance de transfert
entre une partition P donnée et une partition dont le nombre de classes est donné
ou majoré.

L’exemple suivant illustre une telle situation. Une chaine de télévision veut,
a I’approche d’une élection, organiser des émissions politiques ot figureraient des
représentants des différents partis en compétition. Le nombre d’émissions, ¢, peut
étre fixé, majoré ou inconnu. La chaine décide d’inviter n représentants de partis
politiques ; soit X 1’ensemble des représentants ; le regroupement des n représentants
selon leur appartenance politique définit une partition P de X. Pour des raisons de
diversité, chaque représentant ne participe qu’a une seule émission ; en revanche,
on ne s’impose pas que tous les partis soient représentés a chaque fois. L’ensemble
des émissions constitue donc une partition Q de X, le nombre de classes de Q étant
le nombre ¢ d’émissions & programmer. Une facon de constituer les ¢ émissions
tout en cherchant & varier leur composition consiste a répartir les n représentants
en une partition Q@ maximisant la distance de transfert (P, Q) par rapport a P.
On retrouve alors les problémes étudiés ici, avec les variantes liées au fait que q est
fixé, majoré ou totalement libre.

De fagon plus générale, on retrouve ce probléme dés que 'on cherche a répartir
des éléments formant des classes homogénes de maniére a créer d’autres classes,
au contraire hétérogénes. C’est le cas par exemple pour la constitution de jurys,
de commissions d’experts, d’équipes de travail, etc., a compétences multiples et
complémentaires : X est I’ensemble des n personnes concernées ; le regroupement
de ces personnes selon leur domaine de compétence forme une partition P de X
; la multiplicité de compétence des jurys, commissions, équipes... est obtenue en
mélangeant les personnes selon une partition Q maximisant la distance de transfert
aPp.

Une dernieére illustration se rencontre par exemple dans le cadre d’'un week-end
d’intégrationconcernant de nouveaux éléves d’un établissement scolaire. L’objectif
est ici d’organiser des activités (sportives, ludiques ou plus sérieuses) en groupes
de facon a favoriser le brassage de n nouveaux éléves issus de p lycées. Alors que
les éléves peuvent avoir spontanément tendance a se regrouper selon leurs lycées
d’origine (ce qui définit la partition P dans notre modélisation), on cherche a les
mélanger grlice aux activités a organiser. Les activités forment alors les classes de
la partition Q cherchée ; la distance 6(P, Q) fournit une mesure du mélange obtenu,
ce qui conduit a maximiser cette distance, P étant donnée et le nombre d’activités
(le parameétre ¢) pouvant de nouveau étre fixé, majoré ou totalement libre.

Cet article est organisé de la fagon suivante. Tout d’abord, Section 2, on donne
la définition formelle de la distance de transfert ainsi que celle de la notion complé-
mentaire, appelée concordance, correspondant au nombre maximum d’éléments qu’il
n’est pas nécessaire de déplacer pour transformer P en Q ou réciproquement O en
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P. On rappelle ensuite comment on calcule la distance de transfert. En Section 3,
on établit la concordance minimum entre une partition P donnée et une partition
quelconque, puis, en Section 4, la concordance minimum entre une partition P don-
née et une partition dont le nombre de classes est donné ou majoré par un entier q.
Enfin on exprime les résultats obtenus en termes de distance en Section 5.

2. LA DISTANCE DE TRANSFERT

2.1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Soit X un ensemble fini & n éléments. Rappelons qu’une partition P sur X a p classes
(p € {1,...,n}) est constituée de p sous-ensembles P, Ps, ..., P, de X appelés classes
de P, qui vérifient :

Vie{l,...p},P,#0
V(i,j) € {1,...,p}*,i # j, BN P; =

Soient P et Q deux partitions sur X a p et ¢ classes. On note P;, 1 < ¢ < p,
les classes de P et @), 1 < j < g, celles de Q. On adopte comme représentation de
I’ensemble X et de ces deux partitions un tableau p x ¢ dans lequel les lignes sont
les classes de P et les colonnes celles de Q (cf. Figure 1).

Q1 Q2 Q; Qg

FIGURE 1. Représentation de X, P et Q

Soit ¥ I'ensemble des couplages entre les classes de P et celles de Q. Un couplage
o appartenant a 2 est un ensemble de couples (P, Q;), 7 € {1,...,p} et j € {1,...,¢},
tel que chaque classe apparait au plus une fois. Si (P, @);) appartient & o, on dit
alors que o couple P; avec ();. Par souci de simplicité, on identifiera les classes et
leurs indices et on dira donc, pour i € {1,...,p} et j € {1, ..., ¢}, que (i, j) appartient
a o si (P, Q;) appartient a o et réciproquement.
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La o-concordance c, entre P et Q est le nombre d’éléments classés dans des
classes correspondantes suivant o :

o(P,Q)= > [RNQ;|.
(3,5)€0

La concordance c entre P et Q est alors définie par :

¢(P, Q) = maxc,(P, Q).

On calcule le nombre de transferts t, entre P et Q par :

to(P,Q) =n—c,(P, Q).

La distance de transfert 6 entre P et Q est alors donnée par :

0(P,Q) = mmt (P, Q).

C’est le nombre minimum de transferts d’un élément d’une classe dans une autre
pour passer d'une partition a ’autre. On a :

(P, Q) =n—c(P, Q).

On peut facilement vérifier que la distance de transfert est bien une distance.

2.2. CALCUL DE LA DISTANCE DE TRANSFERT

On appellera pseudo-partition un systéme de classes disjointes dont I'union vaut X
mais qui peuvent éventuellement étre vides. Une pseudo-partition est donc définie
comme une partition en rellichant la contrainte sur la non-vacuité des classes. On
note m = max(p, q) et on considére les deux pseudo-partitions P et Q obtenues en
ajoutant respectivement m —p et m —q classes vides P,y1, ..., P, et Qgi1, ..., Qm &P
et Q (on ajoute des classes vides a la partition ayant le plus petit nombre de classes
de fagon & obtenir deux pseudo-partitions possédant le méme nombre de classes).

On consideére le graphe biparti complet K, ,, ayant pour sommets les classes de
P et de Q, les classes de P formant un des ensembles de la bipartition et les classes
de Q Dautre.

Soient T, ', A et A des applications de {1,...,m}? dans N définies par :

T(i,j) = PN Q; |
L@, 7) =| Pl = [PiN @y |
AG,J) = Qi = PN Qy |
AG,J) =Pl +1Q; =2 [ AnQ; .
On rappelle qu'un couplage M dans un graphe G = (V| E) est un sous-ensemble
de E tel que deux éléments de M (i.e. deux arétes de G) sont disjoints : V{x,y} € M,
V{z,t} € M, x # z, v #t, y # z, y # t. Un couplage M est dit parfait si tout som-
met de G est extrémité d’'une aréte de M (cf. |Lovasz, Plummer, 1986] pour des
détails sur les couplages).
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THEOREME 1. Soit o un couplage dans K,, ,,. Les propositions suivantes sont équiv-
alentes :

e a) o minimise le nombre de transfert t,(P, Q);
e b) o mazximise la o-concordance c,(P,Q);

e ¢) o définit un couplage parfait de poids mazimum dans K, ., pondéré par Y;
la valeur de ce couplage est égale a c(P,Q);

e d) o définit un couplage parfait de poids minimum dans K, ., pondéré par I';
la valeur de ce couplage est égale a 0(P, Q);

e ¢) o définit un couplage parfait de poids minimum dans K., ,, pondéré par A;
la valeur de ce couplage est égale a (P, Q);

o f) o définit un couplage parfait de poids minimum dans K, ,, pondéré par A;
la valeur de ce couplage est égale a 20(P, Q).

Proof. (Théoréme 1). Tout d’abord il est clair qu'un couplage qui maximise ¢, (P, Q)
couple un maximum de classes et donc correspond & un couplage parfait dans K, ,,.
L’équivalence entre a) et ¢) a été prouvée par Day [1981]. Ce théoréme découle
simplement des relations suivantes :

O(P,Q)=n—c(P,Q) =min(n — Z T(i,7)) = min I'(i,7)

oEX oEX
J)GU (i.j)€o
= min A(i,7) mln— E A(i, 7).
oEX oeX
(i.j)€c (i.j)€o

[]

Le calcul de 8(P, Q) est donc un probléme d’affectation (des classes de P aux
classes de Q) qui consiste a chercher un couplage parfait (& m arétes) de poids
minimum dans K, ,, pondéré par I' (ou de maniére équivalente par A ou A) ou un
couplage de poids maximum dans K, ,, pondéré par Y. La construction du graphe
biparti est en O(n?). Le probléme du couplage de poids minimum dans un graphe
biparti complet est bien connu en recherche opérationnelle. Il peut étre résolu par
la. méthode hongroise [Kuhn, 1955, 1956/, un algorithme de complexité polynomiale
en O(m?). Un lecteur intéressé pourra trouver des détails dans [Ahuja, Magnanti,
Orlin, 1993|.

Ezemple 1. Soient P = (1,2,3|4,5,6/7,8,9) et Q = (1,3,5,6/2,7,9]4/8) deux parti-
tions sur X = {1, 2, ...,8}. Les deux tableaux suivants correspondent respectivement
aux intersections et aux différences symétriques entre les classes de P et celles de
Q. Un couplage optimal figure en gras. Il donne (P, Q) = 4.

T [1,356]279|4]8 A 1356279418
1,2,3 2 1 010 12,3 3 4 44
4,5.6 2 0 [1]0 4,56 3 6 |24
7.8.9 0 2 [0]1 7.8.9 7 2 [4]2
0 0 0 [o0]oO 1] 4 3 [1]1
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A ce couplage maximum correspond par exemple la série de transferts suivante :

(1,2,3/4,5,6|7,8,9) — (1,3]4,5,6/2,7,8,9) — (1,3,5/4,6/2,7,8,9)
— (1,3,5,6/4/2,7,8,9) — (1,3,5,6[4]2,7,98)

3. CONCORDANCE MINIMUM AVEC UNE PARTITION P DONNEE

Dans cette partie, on cherche a déterminer la concordance minimum ¢y, (P) pour
une partition P donnée :

Cmin(P) = inn c(P, Q).

On suppose que les classes de P sont rangées dans 1’ordre des cardinaux croissants
(n1 < ng < ... < ny). Soit iy Vindice vérifiant n;, — 4o = minj;<,(n; — 7). Soient Q!
et Q2 deux partitions définies comme suit : la classe Q} contient tous les éléments
des classes P;, 1 < i < ip, toutes les autres classes de Q' sont des singletons ; O
est la partition a n classes. On se propose de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 2. Soit P une partition a p classes possédant respectivement ny, na, ..., ny,
éléments avec ny < ng < ... < ny,. Alors

Cmin(P) = min[0, min (n; — 7)] + p,

i<p

et cette valeur est atteinte par Q' ou Q2.

[llustrons ce résultat par un exemple.

Ezemple 2. Soit X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}, et la partition a 4 classes P décrite dans
le tableau suivant :

i 1] 2| 3 4
P |1]23[45(6,78,09
n; | 1] 2 | 2 1

ni—i|0] 0 | —1 0

L’indice 7y vaut 3. On construit donc les partitions Q' et Q2 de la facon suivante.
On regroupe les éléments des 3 premiéres classes de P dans la premiére classe de
Q') et on disperse les autres : Q' = (12345(6|7|8|9). La partition Q2 est la partition
a 9 singletons (1]2|3]4/5/6/7|8|9). Calculons maintenant les concordances entre P et
ces deux partitions.

Un meilleur couplage entre les classes de P et celles de Q' associe Q1 avec la
classe P, (P;, est la classe la plus grosse contenue dans @1, puisque les classes sont
ordonnées par cardinaux croissants). Ensuite, on pourra au mieux coupler chaque
P;, iy < i < p, avec une classe Q}, 1 < j < g, telle que |P; N Q]l\ = 1. Ainsi, la
concordance entre P et Q' vaut n;, + (p — i9). Dans notre exemple, elle consiste a
coupler Py avec Q1 et P, avec une des autres classes de Q' et vaut donc 3.
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Un meilleur couplage entre les classes de P et celles de Q? sera construit en
couplant chaque P;, 1 < < p, avec une classe Q%, 1 < j < g, telle que |;NQ3| = 1.
On obtient donc une concordance égale a p, soit dans notre exemple c¢(P, Q?) = p =4
(on associe par exemple P, avec Q%, Py avec Q3, P3 avec Q% et Py avec Q2).

La concordance minimum 4 la partition P est donc atteinte par Q' et vaut 3.

Avant de commencer la démonstration de ce théoréme, commencons par énoncer
et prouver le lemme suivant.

On considére une partition P sur X et un élément a € X. Soit k 'indice de
la classe de P contenant 1’élément a. On note alors Ps a la partition sur X \ {a}
définie par :
- si P, = {a}, Pe a est constituée des classes P;, i # k.
- sinon Pes a est constituée des classes P, i # k, ainsi que de la classe Py \ {a}.

LEMME 1. On considére une partition P sur X et un élément a € X. Alors :

Cmin(P) = Cmin(Po a).

Proof. (Lemme 1). Soit Q une partition sur X et Qs a définie & partir de Q@ comme
décrit plus haut. Soit ¢ le couplage réalisant la concordance maximum entre Po a
et Qe a. Par définition, on a

Cmin(Pe a) < ¢(Pe a, Qe a) = cs(Po a, Qs a)

On note encore ¢ le couplage entre P et Q obtenu a partir de ¢ en remettant a a sa
place dans chacune des partitions ; si P, = {a}, Py est couplée avec une classe de
Q non couplée ou, s’il n’y en a pas, P, n’est pas couplée. Alors par définition de la
concordance :

c(P,Q) = max co(P,Q) = c5(P, Q).

Or on remarque l'inégalité

cs(P,Q) = cs(Pea, Qo a)

puisque soit & couple les classes de P et Q contenant a et alors

C&<7D7 Q) = C&(Pe a, Q@ CL) + 17

soit ce n’est pas le cas et alors

cs(P,Q) = cs(Pea, Qe a).

Finalement on a :

c(P,Q) = c;(P,Q) = cs(Pea, Qe a) = cmin(Pe a),

et ce, quelle que soit la partition Q considérée, ce qui implique

Coin(P) = mén c(P,Q) = cuin(Pe a).
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Démontrons maintenant le Théoréme 2.

Proof. (Théoréme 2). On note f(P) = min[0, min;<;<,(n; — 7)] + p.
Tout d’abord, montrons que VP, f(P) = cuin(P).

La concordance entre P et Q' partition décrite plus haut, vaut ¢(P, Q') =
p —io + ny, (les couplages optimaux entre les classes de P et celles de Q' couplent
P, avec Q1, et P;, i > ig, avec une classe Q]l telle que |P; N Q}| = 1). D’autre part
il est immédiat que ¢(P, Q%) = p. Ainsi
Cin(P) = inn c(P, Q) < min[e(P, @Y, ¢(P, Q)] = min[p, p + 1min (n; —1)] = f(P).

<i<p

Raisonnons maintenant par récurrence sur n pour montrer que ¢y, (P) = f(P).

e [nitialisation : sin = 1, ’ensemble des partitions sur X est réduit a la partition
a une classe a un élément et donc il est clair que ¢y (P) = 1. De plus puisque p = 1
etny=1,0ona
f(P) =min[0, min (n; — )] +p=1

1<i<p
et donc cpin(P) = f(P).

e Hérédité : on suppose maintenant que le théoréme est vrai pour toute partition
sur au plus n—1 éléments. On considére une partition P quelconque sur n éléments.

-cas1l:n; =2

On considére un élément a de la classe P; et la partition P’ = Poa. La partition P’
posséde toujours p classes notées P/, i € {1,...,p}, de cardinaux respectifs n/ avec
ny < ny... < ny,. D’aprés hypotese de récurrence,

Cmin(P’) = min[0, min (n} — 7)] + p = min[0, min (n; —i),n; — 2] + p.

P <ip

Puisque n; —2 > 0, on a donc
Cmin(P') = f(P).

Or, d’aprés le Lemme 1, on sait que ¢pin(P) = cmin(P’) et donc on obtient finalement
cmin(P) = f(P).

-cas2:n=1

-cas 2.1: min (n;—1i) <0
i€{l,...,p}
On note a nouveau iy I'indice vérifiant n;,—ip = min;eqy,. py(n;—1). Soient a I'unique
élément de P; et P’ = Pe a. La partition P’ posséde p — 1 classes de cardinaux
respectifs n}, = n;q, 1 € {1,...,p — 1}. On a donc

. / e 1 ] ; —1 -
len(P ) mln[()? lgringl;il(nz—i-l Z)] + p 1.
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Or, puisque ig # 1,

min (n;41 —¢) = min(n;, — 7)) +1=mn,;, — 19+ 1
(i (i =) = oin (n; —9) o0

et, d’aprés I’hypothése, n;, — 79 < 0. Finalement,
Cmin(Pl) = Ny, —io +1 +p— 1= Ny — iQ +p= f(P)

et on conclut comme pour le cas 1.

-cas 2.2: Vie{l,...,p}, n;—i>=0et Jitel quen; —i >0

Soit iy le plus petit indice vérifiant n; — i > 0. Soient a € P;, et P’ = Psa. La
partition P’ posséde p classes de cardinaux n} définis comme suit : sii € {1,...,p},
i # 1g, n; = n; et ny, = ny — 1. Remarquons que la suite des n; reste ordonnée
dans l'ordre croissant ; en effet d’aprés la définition de ig, on a n;, —ip > 0 et
ni,—1 — (o — 1) < 0, ce qui implique que n;, > n;,_1. Alors d’aprés 'hypothése de
récurrence :

Cmin(P’) = min|[0, min (n; — )] +p

1<i<p

AN . . s o o
& () = minld, | g (e = 0o = 1=l 4

et donc
cmin(P') = p = f(P).
On conclut & nouveau comme pour le cas 2.1.

-cas 2.3: Vie{l,...,p},n;—1=0
Soit a I’élément unique de la classe P;. On considére une partition Q quelconque
sur n éléments. Appelons ) la classe de Q qui contient ’élément a. On construit
deux partitions P’ et Q' a partir des partitions P et Q en enlevant un élément de
chaque ensemble Q1 N P; pour tout i € {1, ...,p} lorsque c’est possible. La partition
P’ posséde alors p — 1 classes (notées P/, 1 < ¢ < p — 1) de cardinaux respectifs
n; = Nip1 ou nj = ny; — 1. On remarque que n} < ny... < ny, ; puisque dans ce
cas pour tout € {1,...,p}, n; > n;_1. La partition Q' est identique a la partition
Q excepté pour la premiére classe, de laquelle ont été retirés un certain nombre
d’éléments (dont a).

On se propose de montrer que ¢(P’, Q') > p— 1. Puisque n} vaut n;;; oun; 3 —1
pour tout i € {1,...,p — 1} et qu'on a, pour tout ¢ € {1,...,p}, n; =i alors, pour
tout @ € {1,...,p — 1}, n} vaut soit i, soit i + 1, et donc n;, —i € {0,1}. D’apreés
I’hypothese de récurrence,

n o . . I o — -
Coin(P') = min|0, 1<Ill'l<1£171<ni N +p—1=p—1

Ainsi, par définition de ¢y, (P’), on obtient

c(P,Q)=p—1.
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Il existe donc un couplage o entre les classes de P’ et celles de Q' tel que
¢ (P, Q") > p — 1. Par définition,
ce(P, Q) = Z 1P/ NQ|.
(3,5)€0
On observe, pour tout couple (i, j), i # 1, et j # 1, que P;NQ; = PN Q;. Soit Py,
ip = 2, la classe couplée avec @) lorsque celle-ci est couplée. On distingue les deux
cas suivants :

. PLNQL#£D

Alors, d’aprés la construction de P’ et O,
| P, N Q| =| P,y N Q1] — 1.

Finalement, en prolongeant o en ne couplant pas P; si toutes les classes de Q sont
déja couplées ou avec une des classes restantes sinon, on obtient :

(P,Q) = Y IPNQ;|=co(P Q) +1.
(3,9)€0

° P, N Q| =0 ou Q] n'est pas couplée

On prolonge o en couplant P; a 1 et on obtient de la méme fagon
co(P,Q) =c, (P, Q)+ 1.
Donc, pour ces deux cas,
«(P,Q) > c,(P,Q) =c¢o(P,Q)+12p—1+1=p

Ainsi on a montré, pour Q quelconque, U'inégalité ¢(P, Q) > p, et on obtient a
nouveau dans le cas 2.2.3 I'inégalité :

cmin(P) = f(P).

Finalement, pour toute partition P sur n éléments, on a montré :
Cmin(P) 2 f(P).
D’aprés la premiére partie de la démonstration, on sait que cnin(P) < f(P),
donc il vient :

VP sur n éléments, cuin(P) = f(P),

ce qui acheve la démonstration par récurrence. O]

Ezemple 3. On donne ici, pour toute partition P sur X = {1,2,3,4,5,6}, les
partitions Q réalisant ¢, (P). Etant donné que seuls les cardinaux des classes de
P entrent en compte dans le calcul de ¢,y (P), on note les éléments par 'indice de
leur classe dans P, la permutation des éléments d’'une méme classe ne changeant
rien au calcul de la concordance.

On remarque que Q' ou Q2 apparait systématiquement dans ce tableau, comme
I’établit le théoréme 2. Il n’existe pas cependant de stratégie générale pour savoir
laquelle de ces deux partitions sera & concordance minimum par rapport a la parti-
tion de départ. On remarque de plus que d’autres partitions peuvent correspondre
a ce minimum, et que le nombre de ces partitions varie beaucoup suivant P.
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P Cmin(P) Q ‘ C(P7 Q) = Cmin(P)
ARBARG) [ 1 (123456)
(123455), (12345]5), (2345]15), (134525),
(12/314/55) | 2 (1245(35), (1235/45), (125/345), (135(245),
(145(235), (1234]5]5)
(1]2]33[44) 2 (123344), (1234]34), (134]234)
(11]22]33) ) (112233), (123[123)
(112[3[444) ) (12344[1), (1234[4]4)
(122333), (1233]23), (123[23]3)
(1}22]333) |3 (13(2323), (1]2[2[3(3]3)
(111]222) > | (121212), (12[12[1]2), (12[1[1[2[2), (1[1[1]2]2[2)
(112[3333) ) (12333]3), (123333
(11]2222) ) (1212]2]2), (1[12[212]2)
(1]22222) ) (122]2122), (12]2]2]2]2)
(111111) 1 (A1)

4. CONCORDANCE MINIMUM ENTRE UNE PARTITION P DONNEE ET
UNE PARTITION A AU PLUS ¢ CLASSES

Dans cette partie, on cherche & déterminer la concordance minimum entre une par-
tition P donnée et une partition Q a au plus ¢ classes, ¢ étant donné. On verra que
dans le cas ou ¢ est plus petit que le cardinal de la plus grosse classe de P, cette
concordance est égale a la concordance minimum entre une partition P donnée et
une partition Q a exactement ¢ classes. On note

Cmin(P, < ¢) = min{c(P, Q) : Q partition & au plus ¢ classes}

et
Cmin (P, ¢) = min{c(P, Q) : Q partition a ¢ classes}

On rappelle qu’une pseudo-partition est définie comme une partition en rellichant
la contrainte sur la non-vacuité des classes. Ainsi toute pseudo-partition & ¢ classes
correspond & une partition a au plus ¢ classes obtenue en supprimant les classes
vides de la pseudo-partition, et réciproquement toute partition a au plus ¢ classes
correspond a une pseudo-partition a ¢ classes obtenue en ajoutant un certain nombre
de classes vides a la partition. On étend alors la définition de la concordance aux
pseudo-partitions, et, puisque les classes vides n’entrent pas en compte dans le calcul
de la concordance, on a pour toute partition P et toute pseudo-partition Q :

¢(P,Q) = ¢(P, Q)
ou Q est la partition correspondant a Q. On a donc
Cmin (P, < ¢) = min{c(P, Q) : Q partition & au plus ¢ classes}

= min{c(P, Q) : Q pseudo-partition a ¢ classes}

On note a nouveau p le nombre de classes de P, Py, P, ..., P, ses classes et
ni, Na, ..., np les cardinaux de celles-ci. On pose de plus pour tout ¢ € {1,...,p},
n; = tiq+r; avec r; € {0,...,q — 1}.
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Soit O la pseudo-partition sur X a ¢ classes (représentée Figure 2) construite a
partir de P en distribuant un par un les éléments de chaque classe de P dans les ¢
classes de Q en commengant toujours par la classe Q1 Chaque classe Q] contient
ti + €,; €léments appartenant a la classe P, Vi € {1,...,p}, avec ¢;; = 1 sir; > j
et ; = 0sir < j. En effet on peut distribuer ¢; éléments de chaque classe F;
dans chacune des classes de Q ; restent ensuite r; éléments qu’on répartit dans les
r; premiéres classes de Q

b, 6"‘\%,1 tp +€p2 lp + €p,; m

Pi ti + €1 ti + €2 ti + €i,j ti + €iq

Pg tg + €2.1 t2 + €2.2 tg + €25 tz + €24

P @} t1 + €12 t1 + €1,5 tl\i?)

~ ~ ~ ~

Ql QQ Qj Qq

FIGURE 2. Partitions P et Q

On distingue deux cas suivant les valeurs respectives de p et q.

4.1. CAS 1. VALEUR DE ¢pin(P, < q) QUAND p < ¢

On se propose de démontrer le théoréme suivant, établissant la valeur minimum de
la concordance entre une partition P donnée a p classes et une partitions a au plus
q classes dans le cas ou p < gq.

THEOREME 3. Soit P une partition a p classes sur X et q un entier vérifiant p < q.
On note n;, © € {1,...,p}, les cardinaux des classes de P et r;, 1 € {1,...,p}, les
restes respectifs de la division entiére des n; par q et on suppose que les classes sont
indicées dans l'ordre croissant des r; (11 <19 < ... <1,). Alors

p
Cmin(Pa < q) — Z \‘%J —+ min(O, HliIl (7’@' — ’l)) + p.

- 1<isp
=1

On rappelle que t; = L?’J pour tout i € {1,...,p} et on pose

P
= Zt,- + min(0, 1121220(7’1 —1)) + p.

Afin de démontrer ce théoréme, nous aurons besoin de certains résultats prélim-
inaires.
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PROPOSITION 1. Pour toute partition P a p classes et tout entier q tel que p < q et
pour la partition Q définie a partir de P comme décrit plus haut, on a :

(P, Q) = f(P,q).

Proof. (Proposition 1). Montrons tout d’abord que ¢(P, Q) < f(P,q). On con-
sidére un couplage quelconque o entre les classes de P et celles de Q. Montrons
par récurrence sur les classes de P que ¢, (P, Q) < f(P,q). Pour 1 < k < p, on
pose my = min(0, miny ;< (r; — 7)) (mg < 0) et on note oy le couplage o restreint
aux k premiéres classes de P ((i,j) € oy si (i,j) € o et i < k). Montrons que
Vk € {1, .0} Yisen [PV Qi < L i+ 4 e

e Initialisation : montrons que l'inégalité est vérifiée pour £ = 1 : on note /¢
I'indice de la classe couplée & la classe P; par o. Alors

Z 1PiNQil =[PiNQ =t + ey
(3,7)€01
avec €10 = 0si 1 <l et ep=1sinon. Or m; = min(0,7y —1) = —1sir, =0 et
my = 0 sinon, donc :
—Sileo, |P10Qg|:t1:t1+1+m1
—Sirl#O, |P1ng|<t1+1:t1—|—1+m1

Ainsi dans tous les cas R
|[PrN Qe <t +1+my.

T A k—1

e Hérédité : on suppose que Z(m)e%_l IPLNQj| <> ti+k—1+my_.
Montrons que l'inégalité est alors vérifiée a l'ordre k ; £ désignera maintenant I'indice
de la classe couplée & P, par o s’il y en a une, ou une classe non couplée de Q sinon.

scas1: Yo, IPNQI <Y it k=14 my_y —1
On a toujours, d’aprés la construction de Q,
1PN Q| <ty + 1.
D’autre part on a :

my, = min(0, 1%1&(7“2- — 1)) = min(0, 1<r?<1]£1_1(7’2- — 1), 1% — k) = min(myg_q, 7 — k),

ce qui implique I'inégalité suivante :
my = my_1 — L.

En effet : si ry —k < my_q, on a alors r, — k = my_; — 1 car la suite des (r; — 1)
décroit au maximum de 1 en 1 puisque r; < rg < ... < 1, et donc my = my_1 — 1 ;
sinon my; = my_;. Ainsi

DPNQI=( ). [PNQ)+|PnQ

(l)])egk (i,j)60k71
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S

—1
= Z |leQ]|< ti+k—1+mk_1—1—|—tk—|—1

k
= Z 1PN Q| <Zti+k‘+mk-
=1

(ivj)eo-k
-cas 2 Y ;e BN Qil =1t v k—14+mpy

D’aprés la construction de 0,

k—1
Z |PiﬂQj|=Zti+ Z €ij

(1,5)€Eok—1 i=1 (i,5)€E0xk—1
avec €;; = 0 sir; < jete;=1sinon. Dans ce cas on a donc

E—l4mea= > a;=H{5) €0, j<n}l.

(izj)eo-kfl

59

De plus on peut remarquer que [{(i,j) € ox_1, j < 1;}| < 7 puisque tous les
éléments j considérés sont distincts et inférieurs a 7y (les r; sont ordonnés dans

I'ordre croissant). On distingue alors a nouveau deux cas :

e si kb — 1+ my_1 =1y, cest-a-dire si {(i,7) € ok—1, j < ri}| = 71, toutes les
classes Q);, j € {1,..., 7}, sont couplées avec une classe P;, i < k—1. Donc l'indice
¢ de la classe couplée a Py, par o vérifie £ > ry et donc €xp = 0 et |P, N Q| = ti.

Ainsi : .
D PNQ =) titk—1+m.
(i,j)EUk =1

Par ailleurs on sait que my > my_1 — 1 et donc :
k
Z |P;N Q| < Zti—i-k—i-mk.
esik—1+my_1 <7y alorsr, —k > my_; et donc
my = min(mg_1, 7 — k) = mg_1.
Par ailleurs on a toujours | P, N Qg] <ty + 1 et done

k k
ST PNQI<Y tit 1tk —1+mp =Y ti+k+m.
=1 i=1

(17])60'k

On a ainsi démontré dans tous les cas que

k
Z |PzﬂQ3| SZti—Fk—ka.
=1

(Z,])eﬂ'k
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On en conclut que cette inégalité est vraie pour tout k € {1,...,p} et donc

p
(P,Q)= Y IPNQ;I <) titk+m,=f(Pg)
=1

(i.j)€0
et ce quel que soit le couplage o considéré. Ainsi

~

c(P, Q) = mgxca(P, Q) < f(P,q).

Montrons maintenant que cette valeur peut étre atteinte par un certain couplage
& entre les classes de P et celles de Q. On propose 'algorithme de couplage suivant
: pour 7 allant de 1 & p, on couple itérativement P; & une classe Qj telle que 7 < r; si
c’est possible et, si ce n’est pas possible, on la couple a la fin avec n’importe quelle
classe de Q restante. Soit & un couplage obtenu par ce procédé. Montrons que
(P, Q) = f(P,q). On procéde a nouveau par récurrence sur les classes de P en
considérant les couplages dy, k € {1, ..., p}, restrictions de 6 aux k premiéres classes
de P. On se propose alors de montrer que Vk € {1,...,p}, Z(i,j)e&k |P; N Q]| =

Ef:l ti + k4 my.

e Initialisation : si £ = 1, on appelle ¢ I'indice de la classe couplée avec P; par
0. Par construction de Q, |Py N le =t +eavec e, =0sirm <letey=1
sinon. Donc si r =0, €10 = 0, et si r; > 0, alors d’apres 'algorithme de couplage,
on a forcément couplé P, avec une classe d’indice ¢ tel que ¢ < 71, et donc €, = 1.
Par ailleurs m; = min(0,7; — 1), et donc si r; = 0, my = —1, et sinon m; = 0.
Finalement on a bien
|IPLN Q| =t +1+my.

e Heérédité : on suppose que >3, s [P NQ;| = Zi-:ll ti+k—1+my_1. Mon-
trons que 1’égalité est alors vérifiée a 'ordre k. L’hypothése de récurrence implique,
par le méme raisonnement que précédemment, que :

k=l4mer= Y a;=H{0))€onri<r} <r

(7:7j)€o-k—1

On distingue alors & nouveau les deux cas suivants.

e Sik—1—my_1 =, toutes les classes Qj, j€{l,...,r} sont couplées avec
une classe P;, i« < k — 1. L’algorithme couple alors P, avec une classe (), telle que
¢ > ry, et donc | P, N Q| = t. Ainsi :

k
SPNQil= D IPNQi+PnQ =) titk—1+mu.

(i.4) €% (i,§) €61 i=1
De plus my_1 =1 — (k — 1), et donc

my = min(mg_1, 7, — k) = min(myg_q,mp_1 — 1) = my_ — 1.
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D’ou le résultat :

k
STPNQ =) titk+my.

(ivj)ea—k =1

eSik—1+my_ < Tk, alors 'algorithme couple P} avec une classe Qg telle que
¢ < r et done [P, N Q| =tx+ 1. On a donc :

k
Y IRNQI= D> IBNQI+IPnQil =) ti+k+my .

(ivj)e&k (i7j)eé-k’—l i=1
De plus my_1 < rp — k, et donc
my = min(mg_1, 7 — k) = mg_1.
D’ou & nouveau le résultat :
k
Z PN Qjl :Zti+k+mk.
(ihj)e&k =1
Ainsi cette proposition est vraie pour tout k£ € {1,...,p} et donc on obtient :
X X P
cs(P,Q) = Z 1PN Q] = Zti+k+mp = f(P,q).
(i.j)€o =1

Finalement, comme

A ~

C(,P’ Q) = mf‘x CU(P7 Q) < f(P7 Q)

et que

~

(P, Q) = f(P.q),

on en déduit la Proposition 1 :

c(P,Q) =c;(P,Q) = f(P,q).

O
LEMME 2. Pour toute partition P a p classes et tout entier q tel que p < q, on a :
cmin(P, < q) < f(P,q).
Proof. (Lemme 2). Ce lemme découle directement de la Proposition 1 :
cain(P, < ¢) < (P, Q) = f(P,q).
O

On aura aussi besoin des lemmes suivants :
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LEMME 3. On considére une partition P sur X, un entier q et un élément a € X.
Alors :

Cmin(Pa < Q) = Cmin(Pe a, < Q)

On rappelle que Pe a dénote la partition sur X \ {a} définie par :

- si P, = {a}, Pe a est constituée des classes P;, i # k.
- sinon Pe a est constituée des classes P;, i # k ainsi que de la classe Py \ {a}.

Proof. (Lemme 3). Ce lemme se démontre de la méme fagon que le Lemme 1. On
note P’ la partition Ps a. Soit Q une partition sur X a au plus ¢ classes et Q' la
partition Qo a. Soit ¢ le couplage réalisant la concordance maximum entre P’ et
Q’. Par définition, puisque Q' posséde au plus ¢ classes, on a

Cmin(P/7 < Q) < C(Pl7 Ql) = C&<PIJ Ql)

On note encore ¢ le couplage entre P et Q obtenu a partir de & en remettant a
a sa place dans chacune des partitions : si P, = {a}, Py est couplée avec une classe
de Q non couplée, ou s’il n’y en a pas, P, n’est pas couplée. Alors par définition de
la concordance :

c(P,Q) = max (P, Q) > cs(P, Q).
Or on remarque l'inégalité
(P, Q) = cs(P', Q)
puisque soit ¢ associe les classes de P et Q contenant a et alors
c:(P,Q) =cs(P', Q) +1,
soit ce n’est pas le cas et alors il y a égalité entre c5(P, Q) et cs (P, Q).

Finalement on a :
C(Pv Q) 2 05(737 Q) 2 C&(Pla Ql) 2 Cmin(Pla < q)7

et ce quelle que soit la partition Q considérée. Donc pour toute partition QO possé-
dant au plus ¢ classes, ¢(P, Q) = cmin(P’, < q), ce qui implique

Cmin(P7 < Q) - I'IliIl C(P, Q) > cmin(7)/7 < Q)

Q a q classes
L]

LEMME 4. Soient P une partition sur X a p classes de cardinaux ni,ng, ...,n, et
P" une pseudo-partition sur' Y C X a p classes de cardinauz ny,ny, ...,n, tels que
Vie{l,...,p}, n; = nl. Soit ¢ € N. Alors :

Cmin(Pa < C]) > Cmin(Ply

N

q).
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Proof. (Lemme 4). Posons k = >7_ n; — > P n. On construit alors une suite
Po = P, P1,Ps, ..., P, =P de pseudo-partitions définie de la facon suivante. Pour
tout ¢ compris entre 1 et k, soit a; un élément d’une classe de P;_; tel que a; € X \Y;

on pose P; = P;_1 © a;. D’aprés le lemme 3, on a donc Vi € {1, ..., k},

Cmin(Pi—lu < Q) 2 Cmin<73ia < Q)7

et donc
Cmin(P7 < Q) > Cmin(PI7 < Q)

]

Proof. (Théoréme 3). La preuve de ce théoréme se trouve en Annexe. Elle est fondée
sur la Proposition 1 et les Lemmes 2, 3 et 4 et sur un raisonnement par récurrence
sur le nombre d’éléments n. O]

4.2, CAS 2. VALEUR DE ¢pin(P, < ¢) QUAND p > ¢

THEOREME 4. Soit P une partition a p classes sur X et q un entier vérifiant ¢ < p.
On note n;, © € {1,...,p}, les cardinaux des classes de P et r;, 1 € {1,...,p}, les
restes respectifs de la division entiére des n; par q. On suppose que les q plus grosses
classes de P sont indicées de 1 a q et dans 'ordre croissant des r;. Alors

Cnin(P, < q) = i V—J + min(0, min (r; — 7)) + q.

1<e
=1 q Y

Remarque. Si on appelle P’ la partition constituée des ¢ plus grosses classes de P,
le second terme de cette égalité correspond, d’aprés la notation introduite au cas 1,
a f(P',q) et est égal, d’aprés le Théoréeme 3, & cpin(P’, < q)-

Commencons par prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 2. Soient P une partition a p classes définie sur X et un entier q tel
que p > q. Sotent P’ la partition constituée des q plus grosses classes de P et Q la
pseudo-partition construite a partir de P comme indiqué au début de la Section 4.

On a: A
(P, Q) = f(P',q).

Proof. (Proposition 2). On suppose que les classes de P sont indicées comme décrit
dans I’énoncé du Théoréme 4. Soit un couplage & optimal entre P et Q qui couple
un maximum de classes de P d’indices inférieurs a q.

e 1°" cas : ¢ couple les ¢ premiéres classes de P (et les ¢ classes de Q) Alors les
p — q autres classes de P ne servent a rien pour le couplage et donc :

(P, Q) = cs(P, Q) = cs(P, Q) = (P, Q).

En effet, s’il existait un couplage o entre P’ et O meilleur que 7, on pourrait trouver
un couplage entre P et Q meilleur que ¢ en couplant les ¢ premiéres classes de P
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avec celles de O selon o et en ne couplant pas les p — ¢ autres classes de P. Or
d’apreés la Proposition 1, on a :

C(Pla Q) = f(Plu Q>a

et donc on obtient

(P, Q) = f(P,q).

e 2° cas : & ne couple pas les ¢ premiéres classes de P. Alors, il existe i € {1, ..., ¢}
tel que P; est non couplée et il existe j tel que Qj est non couplée avec les classes
Py, ..., P,. La classe Qj est donc couplée avec Py, k > ¢, ou n’est pas couplée. On
découple alors Qj de P, si nécessaire et on la couple avec P,. Par construction de
Q, | P N Q]| < |PN Q]| et donc on n’y perd pas en concordance mais la nouvelle
affectation (donc optimale) couple davantage de classes de P d’indices compris entre
1 et ¢, ce qui entraine une contradiction. Le second cas est donc impossible. O]

Proof. (Théoréme 4). D’apreés le Lemme 4, on a :
Cmin(P < @) < cnin(P, < @)
D’autre part, on a par définition :
Cmin(P, < q) < (P, Q).

Or, d’aprés la Proposition 2 et le Théoréme 3, ¢(P, Q) = f(P',q) = cmin(P’, < q), et
donc
Cmin(P7 < Q) < Cmin(p/7 < Q)

D’ou finalement 'égalité énoncée dans le Théoréme 4. O

Nous avons ainsi déterminé, pour tout entier ¢, la valeur de cpin(P, < q) (cf.
Théorémes 3 et 4).

Remarque. Dans les Théorémes 3 et 4, seuls le nombre de classes et les cardinaux
des classes de P entrent en compte : la répartition des éléments dans les classes de
P n’influe pas sur la valeur de ¢y (P, < q).

On peut de plus déduire des Propositions 1 et 2 le Corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. Pour toute partition P et tout entier positif q, la pseudo-partition
Q au début de la Section 4 est, parmi les partitions a au plus q classes, une des
moins concordantes avec P :

Cmin(P7 < Q) = C<7D7 Q)

Enfin, la proposition suivante établit un lien entre ¢y (P, < ¢), dont on connait
maintenant la valeur, et cyin(P, q).

PROPOSITION 3. Soit P une partition sur X a p classes de cardinaux ny,na,...,n,
et ¢ un entier positif. On a alors :

Cmin(Py < Q) = Cmin(Pa min(q7 max nz))

1<i<p
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Proof. (Proposition 3). On pose ¢’ = min(g, maxi<;j<p 7).
Tout dabord, puisque ¢’ < ¢, on a
Cmin(Py < Q> < Cmin(Pu q/)

D’apres le Corollaire 1, on a : ¢pin(P, < q) = ¢(P, Q).

Soit @ la partition composée des ¢’ premieres classes de 0.Siq¢d=¢q 9 =0.
Sinon, d’aprés la construction de Q, seules ses ¢’ premiéres classes sont non vides.
Ainsi dans tous les cas on a ¢(P, Q) = ¢(P, Q') et donc :

Cmin(Pa < Q> = C<P7 Q,)
Enfin, puisque @’ est une partition possédant exactement ¢’ classes, on a :
Cmin(Pa q,) < C(Pv Q/)

Finalement on a :

~ A

C(Pa Ql) == Cmin(P7 < Q) < Cmin(P7 q,) < C(Pa Q/)a

et donc
Cmin(P, < @) = cmin(P, ¢') = cmin (P, min(q, max n;)).

IXP

]

On peut ainsi calculer cyin(P, q) si ¢ < max;<icpni. Si ¢ > maxigg, N, la con-
struction optimale proposée ne peut plus étre appliquée ; une construction optimale
pour ce cas semble trés dépendante des cardinaux des classes de la partition initiale
et est donc sans doute difficile & définir pour le cas général. On peut toutefois re-
marquer que si ¢uin(P, < q) est différent de cpin (P, < ¢ — 1), alors il y a égalité entre
Cmin(P, q) et cmin(P, < q).

5. CONCLUSION

En guise de conclusion a cet article, on résume les résultats trouvés en termes de
distance de transfert. Soient X un ensemble fini a n éléments et P une partition sur
X a p classes.

La distance maximum 6,,,«(P) entre P et une partition quelconque sur X est
donnée par :
Omax(P) = n — p — min[0, min (n; — )],

1<isp

ol ny, N, ..., N, désignent les cardinaux des classes de P ordonnés dans I’ordre crois-
sant (cf. Théoréme 2).

La distance maximum 6y, (P, < ¢) entre P et une partition a au plus ¢ classes
est donnée par :



66 I. CHARON, L. DEN@EUD, O. HUDRY

*sip<y,

n;

P <) =~ 3 ||~ min0. uin () -

—~|q 1<i<p

ol ny, N, ..., N, désignent les cardinaux des classes de P, 11,73, ..., 1, désignent
les restes de la division entiére des n; par ¢ et on suppose que r; < 1y < ... <1
(cf. Théoréme 3).

® s1p>q,

Bl P ) =n =3 1]~ w0, in ()~ 4

1<i<q
=1

ou ny, N, ..., N, désignent les cardinaux des classes de P, 11,73, ..., 1, désignent
les restes de la division entiére des n; par ¢ et on suppose que les ¢ plus
grosses classes de P sont indicées de 1 & ¢ et dans l'ordre croissant des r; (cf.
Théoréme 4).

La distance maximum 6y,.,(P, q) entre P et une partition a exactement ¢ classes
est donnée, si ¢ < max;;<p N4, Par :

Hmax(P7 Q) = emax(,])7 < Q>

ol ny, Ny, ...,n, désignent les cardinaux des classes de P.
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ANNEXE

PREUVE DU THEOREME 3. On raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments n.

e Initialisation : si n = 1, il est clair que la formule est vraie. En effet on a
Cmin(Pa < CJ) =1= f(Pa Q)'

e Hérédité : on suppose maintenant que le théoréme est vrai pour toute partition sur
un ensemble possédant strictement moins de n éléments, n > 2. On considére une partition
P a p classes sur n éléments. On utilise les mémes notations que précédemment : pour tout
i € {1,...,p}, n; désigne le cardinal de la classe P; de P, et on définit les entiers naturels
t; et r; par n; = t;q + r;, avec r; € {0,...,q¢ — 1}. On distingue alors différents cas :

-cas 1: Jig € {1,...,p} tel que r, —ip > 1

On considére un élément a appartenant a P, et la partition P’ = Po a.

EXEMPLE 4. Pour illustrer ce cas, considérons la partition P = (123]|456789) sur I’ensemble
a 9 éléments et g=4. On a n; = 3 et ny = 6, ce qui donne r; = 3 et ro = 2. On réindice
les classes par ordre croissant des r; ; on obtient 7, —i = 1, ¢ € {1,2}. On choisit
alors arbitrairement 7o = 1, puisque ici les deux indices pourraient convenir ; cet indice
correspond & la classe a 6 éléments.

Construisons maintenant la partition O associée a P : Q = (148/259/36/7). La valeur
de la concordance entre ces deux partitions, qui peut se calculer par le calcul de f(P,4),
vaut 3, et correspond & 'apariement de P» avec une des deux premiéres classes de Q, et
P; avec une des classes restantes parmi les trois premiéres.

On considére maintenant une nouvelle partition P’ construite a partir de P en supp-
rimant un des éléments de la classe ip : P’ = (123]45678) (on choisit de supprimer par
exemple Pélément 9). La partition Q' est alors construite comme suit : Q' = (148/25(36|7).
Un couplage optimal entre les classes de P’ et celles de Q' doit associer P} avec Q'; et P]
avec une des deux classes suivantes. Ce couplage donne aussi une concordance égale & 3.

On remarque sur cet exemple que, dans ce cas, la suppression d’un élément de la classe
d’indice iy ne modifie pas la valeur de f(P,q). C’est sur cette observation qu’est basée la
preuve qui suit.

La partition P’ posséde p classes dont toutes excepté PZ-’0 sont identiques aux classes
correspondantes de P. On note n; le cardinal de la classe ¢ de P’ et on pose n, = tiq + r,
7; €1{0,...,¢ = 1}. On a alors Vi € {1,...,n}, i # io, r; = r; et t; = t;, et rj =1r;; — 1. Or
puisque 7;, > 1, on a donc aussi t;o =t4,. Donc :

P P
F(P',q) = Zté +min(0, 1min (ri—i))+p= Z ti+min(0, min (r; —i),75, —i0) +p.

— <i<p — 1<i<p,iio

Puisque r{ —ip > 0,
P
/ . . .
= t; 0 ; — .
f(P,q) ;_1 i+ min(0, _min @ (r; =) +p

De plus, puisque 7;, — i = 1,

p
F(P'.q) =) ti+min(0, min (r; — i) +p = f(P.q).

)
. NN
=1
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On applique maintenant I’hypothése de récurrence puisque P’ est une partition sur n — 1
éléments :

cmin(P', < q) = f(P',q) = f(P,q).

De plus d’apres le Lemme 3
cmin(P', < q) < emin(P, < q), et donc f(P,q) < cmin(P, < q).
On sait par ailleurs par le Lemme 2 que

Cmin(P7 < Q) g f(P7q)7

d’oul le résultat :
f(Pa Q) = Crnin(lpa < C])-

-cas2:Vie{l,..,p}, —i<0
Soit 4o tel que r;, — ip = mini<ip(r; — 7). On distingue alors & nouveau deux cas :
-cas 2.1 :3j€{l,...,p} tel quer; #0 et r; —j > ri, — o

On considére alors un élément a € P;j et la partition P’ = Po a.

EXEMPLE 5. Soit P = (1,2,3,4/5,6) et g=4. On an; =4 et ng =2, soit r; =0 et ro = 2,
ce qui donne ip=1 (on remarque que 7, —i < 0,7 € {1,2}) et j=2 (ra #Oet ra—2 > r1 —1).
La partition Q vaut (1,52, 6/3]4). La concordance entre P et Q vaut donc 2 et correspond
au couplage de P, avec une des deux premiéres classes de Q et de P; avec n’importe quelle
classe restante.

Si maintenant on considére la partition P’ = (1,2,3,4|5) (on a supprimé 1’élément 6
de la classe j = 2), on obtient Q' = (1,5/2|3]4). Un meilleur couplage entre les classes de
P’ et celles de Q' associe forcément Py avec Q) et P} avec n’importe quelle classe restante.
On obtient donc aussi ¢(P’, Q') = 2.

On remarque donc & nouveau que dans ce cas, la suppression d'un élément de P ne
modifie pas la valeur de f(P,q). C’est par ce raisonnement qu’on traite le cas 2.1.

La partition P’ posséde p classes dont toutes excepté Pj’» sont identiques aux classes
correspondantes de P. De plus t;- = t; puisque r; # 0, et donc :

p p
F(P'q) = ; ti +min(0, min (r} —i)) +p = Z;t +min(0, min_ (r; =3),75 =) +p
P
= Zti + min(0, r;, — io,r} —J)+p
i=1

car ig # j. Or v —j =1; — 1 —j > 73, — o, et donc :

p
f(P,aQ) :Zti+rio _7:0 +p:f(P7Q)

i=1

Finalement en appliquant I’hypothése de récurrence puisque P’ est une partition sur n — 1
éléments, et les lemmes 2 et 3, on obtient de la méme fagon que dans le cas 1 :

f(Pv q) - Cmin(Pv < Q)
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-cas 2.2:Vje{l,...,p},rj=0o0ur;—j=ry,—ip
Ce cas correspond & la configuration :
ri=ro=..=7,=0,7501=1L1rp420=2,..,7p, =p—k

pour un certain k compris entre 0 et p.

EXEMPLE 6. La partition P = (1,2,3|4,5,6,7|8,9) avec ¢ = 3 entre dans ce cas. On a
en effet 1 = 0, ro = 1 et r3 = 2. Construisons la partition Q correspondante : Q =
(1,4,7,8]2,5,9|3,6). Ici le meilleur couplage entre ces deux partitions est unique et associe

~

forcément P, avec @1, P3 avec (D2, et P; avec Q3. Il donne une concordance égale a 4.

On voit sur cet exemple que la technique utilisée plus haut consistant a retirer un
élément n’est plus applicable, car elle produirait une diminution de la valeur de la concor-
dance. On doit donc procéder différemment, en considérant & nouveau divers cas.

Nous commencerons par traiter le cas k > 1 puis nous montrerons que le cas k = 0 s’y
ramene.

-cas 2.21:k>1

Soit Q une pseudo-partition quelconque a ¢ classes. On veut montrer I'inégalité ¢(P, Q) >
f(P.q).

Tout d’abord remarquons que dans ce cas min(0, min;<;<p(r; — )) = —k, et donc
p
f(P.g)=> ti+p—F.
i=1

On définit €;, 1 € {1,...,p}, par: ¢, =0si 1 <i<kete =1sik<i<p. On définit alors
le couple d’indices (ig, jo) de la fagon suivante :

- ‘Pio N Qjo‘ - (tio + 6i0) = maX(i,j)(‘Pi N Q]’ - (ti + EZ))
- de préférence ig > k et, dans ce cas, ig est le plus petit possible.

On contruit alors deux pseudo-partitions P’ et Q' a partir de P et Q en retirant les ¢léments
de I'ensemble P;; UQ)j,. Ces deux pseudo-partitions possédent respectivement p—1et ¢—1

classes (éventuellement vides). On note Pi,..., P} |, P/ y,..., P, les classes de P’. On a
alors :
Vie {1> ,p},z 7£ Z.07n'li =N — |Pl N Qj0|
et donc
C(P7 Q) P Cmin(Pa < Q) = Cmin(Pla <q— 1) + |Pio N Qjo" (*)
On pose

o = ’PZO N Qj0| - (t’LQ + Eio)
et on considére deux entiers s et r avec r € {0,...,q — 2} tels que a = (¢ — 1)s + 7.
D’aprés la définition des indices iy et jo, on sait que V(i,7) € {1,....,p} x {1,...,¢}, |Pi N
Qjl — (ti + &) < |Piy N Qjy| — (tiy + €iy). En particulier pour j = jo, on a Vi € {1,...,p},
[P N Qjo| — (ti + €) < [Py N Qjo| — (tig + €5y), ce qui équivaut a :

Vi€ {l,opl,  [PNQul <a+t+e
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Nous distinguons alors & nouveau deux cas :

-cas 2.2.1.1: g <k
Tout d’abord, notons que dans ce cas ¢, = 0 et donc
[P N Qjo| = a + tip-

Puisque 4 est choisi si possible tel que ig > k, alors ig < k implique que Vi > k, |P;NQj,| <
a+t; + €. Dans ce cas on a ¢; = 1 et donc on obtient |P, N Qj,| < a+t;. Sii <k, ona
€; = 0 et donc on obtient aussi |P; N Qj,| < a + t;. Finalement

Vie{l,...,p}, |PNQj|<a+t,.
En remplagant maintenant |P; N Qj,| par n; —n} et « par (¢ — 1)s +r, on obtient :
Vie{l,...,p}, ni>=n;—(q—1)s—r—t;;
on remplace alors n; par qt; + 7; :
Vie{l,...p}, n,>(q—1)(t;—s)+mr—r.
On définit alors les entiers n!/, i € {1,..., p}, par :
n! =(q—1)(t; —s)+r;—r.

Soient IT = {i € {1,...,p},i #io,n! 20} et I~ ={i € {1,...,p},i # ip,n} < 0}. On note
deplushy =|{iel ,ry<r}ethy={i el ,r>r}.

On considére maintenant la pseudo-partition P” a |[I"| classes de cardinaux n}, i € I't.
Pour i € I'", on pose n} =t!/(q — 1)+ 7, avec v/ € {0, ...,q — 2}. On remarque que :

%

esir, —r <0,

t;’ = ti—S—l

o= rpi—r+qg—1
esi0<r,—r<qg—2,

tfi/ = ti—s

o= r—r
esir, —r=q—1,

) = ti—s+1

r! = 0.

Par définition, Vi € {1, ...,p}, n} > n!, ce qui implique d’aprés le Lemme 4 que

ijn(lpl,g q— 1) P> Cmin(,P”vg q— 1) (0)

Calculons un minorant de ¢min(P”,< ¢ — 1) en appliquant 'hypothése de récurrence.
On doit donc calculer ¢ et min(0, min;e+(u; — 7)), out (u;) est la suite (7)) ordonnée dans
lordre croissant. Pour cela étudions la suite des 7; — r pour i € I™.

Pour ¢ € {1,...,p}, 7 # ip, la suite des r; — r s’écrit :

—r, =7, ., —1r, 1—1r,2—1r ..., p—Fk—r
| —

k — 1 fois
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La suite restreinte & It est donc de la forme :

-r, =1, .., =T, /81 - 52 -7 .y ﬂl _7:

< k — 1 termes I < p—k termes

pour des (; appropriés avec G; > 0, Bi41 > B; et f; < p — k. Considérons maintenant les
trois cas suivants :

22111 r#0etp—k—-—r=20

e si B —r >0, soit il existe un indice j tel que 3; —r < 0 et Bj41 —r > 0, soit on a
Bi —r = 0 pour tout 7 € I'". Dans la suite (r; — T’)ie{17_”7p}’i¢i0, ilyap—k—r+1 termes
positifs ou nuls et k + 7 — 2 termes strictement négatifs. Dans la suite réduite a I, il y a
donc p— k —r+1— ho termes positifs ou nuls et k+r —2 — h; termes strictement négatifs.
La suite des 7} ordonnée, notée uj, ug, ..., u|r, |, s’écrit donc de la fagon suivante :

< k —1 termes

5]‘4_1—7”, ﬂj+2_r7 (X3 ﬂl_ra _T+q_]—7 (X3 —7’+q—17/81—7”+q—1, ceey ﬂ]—r—{—q—l

p—k—1r-+1— ho termes k+1r — 2 — h; termes

Eneffet 5j—r < —r+q—1lcarp—k—r < —r+q—1(k > 1). Le minimum des (u; —1)
est donc atteint soit pour ¢ = 1 soit pour le plus grand 4, noté i, tel que u; = —r 4+ q — 1.
En effet la suite des (u; — i) est tout d’abord croissante puisque ;11 > [3;, elle est ensuite
décroissante & partir du premier terme de (u;) valant —r + ¢ — 1 et jusqu’a i ; enfin la
derniére partie de la suite est & nouveau croissante & partir de 1.
Or puisque u1 = Bj4+1 —r > 0, alors u; — 1 > —1.
On sait de plus que i<p—k—r+1—hes+(k—1)<p-—r, ce qui donne u; —1 >
—r+q—1—(p—r)=qgq—p—1=—1. Ainsi
min(u; —4) = min(u; — 1,43 — 1) > —1.
elt
e si 3 —r <0, tous les termes de la suite (r; —r) pour 7 € I'" sont strictement négatifs et

donc Vi € I't, r!! =r; —r+ q— 1. La suite des 7/ est donc ordonnée comme celle des r; et
s’écrit :

—r4+q—1, .., —r+q—1, 1 —r+q—1, Bo—r+q—1, ..., B —7r+qg— 1.

~~

< k —1 fois
Le minimum des 7/ — i, pour ¢ € I, est donc atteint pour le plus grand i tel que
1

r; = —r+q — 1, c’est-a-dire pour ¢ < k — 1, donc

min(r! —i) > —r+q — k.
iel+
Or nous avons supposé dans ce cas que p—k —r > 0, ce qui implique que ¢ —k —r > 0,
et donc nous avons aussi :

min(u; — i) = min(r! — i) > —1.
i€I+( i =) i€I+( i) 2



MAXIMUM DE LA DISTANCE DE TRANSFERT A UNE PARTITION DONNEE 73

On peut maintenant calculer un minorant de ¢yin(P”,< ¢ —1). D’aprés 'hypothése de
récurrence :
Cain(P"< g = 1) = 3 _ ] +min(0, min(u; — i) + |[I7].
1€
ielt

En appliquant les résultats précédents, on obtient alors :

con(Pi<qg=1)2 D (ti—s)+ Y (ti—s—1)—1+]|I"]

ielt r;—r>0 ielt,r;—r<0

De plus puisqu’il y a k + 1 — 2 — h; termes dans la seconde somme de cette expression,

emin(P'<q—1)= Y (ti—s)—k—r+2+h —1+|I7|.
ielt

Revenons maintenant aux partitions P et Q. D’aprés () et (¢), on a
C(P’ Q) 2 ijn(’PH,S q - 1) + |P10 N Q]0|

Développons cette inégalité. D’aprés la minoration de cyin(P”,< g — 1) établie précédem-
ment, il vient

c(P,Q) =Y (ti—s)—k—r+2+h1—1+[I"|+ [Py NQjl.

ielt

On rappelle (cf. début du cas 2.2.1.1) que |P;, N Qj,| = a+tiy = (¢ — 1)s + 1+ t;,.
Ainsi :

c(P,Q) =Y (ti—s) —k—r+2+h — 1+ I+ (¢ —1)s+r -+t
el t

ScP,Q) =Y ti— Y s+(g—1Ds—k+1+h+[IT]+1t,

ielt iel+
ScP, Q= > ti—|[ITls+(g—p)s+—1Ds—k+1+h +[I"],
ieltU{io}

et, puisque g > p,

o(P.Q) = > ti—IMs+(p—Ds—k+1+h+|I7].
ieI+U{io}
Avec [IT|+|I7|=p—1, il vient :

c(P,Q) > Y ti—|[[Tls+(IT|+ I )s—k+1+h+(p-1-[I])
ieItU{io}

& c(P,Q) > Z ti+ I |s—k+h —|I"|+p.
ieI+Ufio}
En utilisant maintenant |I~| = h; + ha, on obtient :

o(P,Q)= Y. tit+|ITs—k—hy+p.

ieItufio}
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On cherche maintenant & minorer s. Revenons a la définition de n!/ :
n! =(q—1)(t;—s)+r;—r
Or puisque r; € {0,...,gq — 1} et r €{0,....,q — 2}, onar, —r > 2 — q et donc
ng > (¢-1)(ti—s)—q+2= (-t —s—1)+1L
Donc si n} <0, on a
ti—s—1<-1s>t;.

Sideplusr —r >0, n! = (¢—1)(t; —s) +r; —r < 0 implique que t; — s < 0, d'ou
s >t; + 1. Ainsi

|I_|3:Zs: Z s+ Z s> Z t; + Z (t; +1)

iel— i€l— ri<r iel—r;>r iel—,r;<r el= ri>r
S| s > E ti+|{iel rizr} > E ti + ho.
i€l— i€l—

Finalement, on obtient I'inégalité :
o(P,Q) > > ti—k+p=f(P.q).
i€{L,....,p}

22112 r#0etp—k—7r<0

Dans ce cas tous les termes de la suite (r; — ) sont strictement négatifs et donc Vi € I,
r! =r; —r+q— 1. La configuration est donc la méme qu’au point 2 de 2.2.1.1.1 ; la suite
des ! est ordonnnée et s’écrit :

—r4+q—1, ..., —r+q—1, 1 —r+q—1, Bo—r+q—1, ..., B —7r+qg— 1.

~~

< k —1 fois

De la méme fagon que précédemment, on obtient

min(r] —i) > —r+q— k.
ielt

On applique ’hypothése de récurrence pour calculer cpmin(P”,<q—1) :
emin(P",<q—1) = Z (t; —s — 1) + min(0, m}g(ré’ — 1)) + [IT]
ielt '€

et donc
Cmin(P<q—1) > Z (ti —s—1) +min(0, —r +q — k) + [IT]|.
ielt

Or d’aprés (%) et (¢), on sait que :
C(P’ Q) 2 Cmin(lpﬂag q - 1) + |P20 N Q]0|
Ainsi, puisque |Pj, N Qj,| =ti, + (¢ —1)s + 1,

c(P,Q) > Z(ti—s—1)+min(0,—r+q—k:)—|—|]+|—|—ti0+(q—1)s+r

ielt
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< c(P,Q) > Z ti—Zs—]I+\+min(0,—r+q—k)+\f+|—i—(q—l)s—i—r

ieltUig ielt

< (P, Q) = Z ti — I |s +min(0, —r +q— k) + (g — 1)s + 7.

1€t Uig

Avec [IT|+ |I7| =p —1, il vient

c(P,Q) > Z ti+ |17 |s +min(0, —r +q — k) + (¢ — p)s + 1.
iel+Uig

Or comme nous I'avons montré précédemment, pour tout ¢ tel que n} < 0, c’est-a-dire
pour tout ¢ € I, s >t;. Ainsi [I7|s=>",.;- s> > ;- ti, et on obtient donc
P
c(P,Q) > Zti +min(0,—r +q¢—Fk) + (¢ —p)s +r.
i=1
De plus puisque ¢ > p, on a donc
p
c(P,Q) > Zti + min(0, —r +q— k) + .
i=1
Sir < q—k, on obtient ¢(P, Q) > >F_, t; + r et puisque dans ce cas r > p — k, il vient

p
o(P,Q) =) ti+p—k
=1

Sir > q— k, on obtient

p p
c(P,Q)>Zti—r+q—k+r22ti+p—k.
i=1

i=1
Finalement,

P
(P, Q) = Ztri-}?—k:f(PaQ)-

i=1

22113 r=0

La suite (r; — 7);cr+, est donc en fait la suite (1;);c7+ et s’écrit :

07 Oa ceny 07 /817 ﬁ27 ceey ﬁl'
—_—
< k—1 fois
Or,sir; #£q—1,
t;/ = ti—S
o=

sir;=q—1,

I
e

1
T

{ t = ti—s+1
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On note m le nombre d’indices i € I tels que r; = ¢— 1. Ces indices correspondent aux m
derniers éléments de la suite des r; puisque cette suite est croissante et majorée par g — 1.
La suite (r});cr+ ordonnée, notée (u;);er+, s’écrit donc :

O’ 07 A 0’ 0’ 07 A 07 /8].’ /62’ A /Bl—m‘

m fois < k —1 fois
Ainsi le minimum des 7 — 4 correspond au plus grand indice i tel que r) = 0. Puisque

i<m+k—1, min+(r! —i) =1/ —i=—-1>1—k —m. On applique 'hypothése de
récurrence pour calculer cpin(P”,<qg—1) :

Cmin(P",<q—1) = Z t! + min(O,irél}Erl(r;' — i) + |7

ielt
Or
ti= Y (ti-+ > (ti-s+1)
ielt i€lt riq—1 i€lt ri=q—1
= Z (tl - 3) +m,
elt

et donc on a :
Cmin(P",< = 1) = ) (t; — s) +m + min(0, min(rf —0)) + |I*].

Pt el
En utilisant maintenant la minoration min;e+(r) — i

t ) = 1 — k — m établie plus haut, et
en remarquant que 1 —k —m < 0 puisque k& > 1 (cas 2.2.

1), il vient :

emin(P<q=1)2 ) (ti—s)+m+1l—k—m+|TT|=> (t;—s)+1—k+|I*].
iel+ ielt

Comme précédemment, on revient a ¢(P, Q), et d’aprés (x) et (¢), on obtient :

C(P, Q) 2 Cmin(P”7< q— 1) + “P’LO N Q]O’

= c(P,Q) 2 3 (hi—8)+ [TH[+ 1=+ (g~ s+

ielt
Sc(P,Q = > ti—|[ITs+|IT|+1—k+(¢—1)s.
ieltUig
Avec [IT|+|I7| =p—1, il vient :
¢(P,Q) = > tit+[IT s+ IT|+1—k+(g—p)s.
i€l Uig

Or nous avons montré que Vi € I—, I'inégalité r; — r > 0 entraine s > t; + 1. Ainsi
17 s =2 1~ 8= icr-(ti + 1), et on obtient donc

p
o(P,Q) =) ti+ ||+ || +1—k+(q—Dp)s.
=1
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Finalement, puisque ¢ > pet [T+ 1~ =p — 1, il vient :
P
o(P,Q) =Y ti+p—k=f(P,q).
i=1
2.2.1.2 ig >k
Tout d’abord, notons que dans ce cas €;, = 1 et donc
’PiomQj0| :Ot—l-tio-i-l.
On rappelle (cf. début du cas 2.2.1) que Vi € {1, ..., p},
|PiﬁQj0| <a-+t;+e€.

Si k <1< i, cette inégalité est stricte car sinon on aurait choisi ig =17 :
Vie{k+1,.. 90— 1},
|1DimQjo| <a+ti+e.

Oreg,=0sil<i<kete =1sik<i<p. Finalement, on a donc :

-sil <1<, ‘PiﬂQjo‘ga-i-ti

En posant Vi € {1,...,p}, v, =0si 1 <i<igetv; =1siip<i<p, il vient
Vie{l,...p}, IPNQj,| <a+t+ v
En remplagant maintenant |P; N Qj,| par n; —n}, on obtient :
Vie{l,...p}, ni=n;—a—t; —v.
Apres utilisation des égalités a = (¢ — 1)s + r et n; = qt; + r;, il vient :
n,>(q—1)(t; —s)+r —1— 1
Pour tout ¢ € {1, ..., p}, on définit alors n} par :

n, =(q—1)(t;i—s)+ri—r—u.

7

On définit comme dans le cas 2.2.1.1 les ensembles I et I=. On redéfinit hy et ho par
hi=1{iel ,r;—vi<r} ethy=|{i e I",r;—v; > r}. On note encore P” la pseudo-
partition a |I| classes de cardinaux n} pour ¢ € I'". On pose a nouveau n)/ = ¢/(qg—1)+r7,

avec 1 € {0,...,q — 2}. Alors :

t! = ti—s—1
= r—r—vi+q—1

"o .
! _
T = Iy —T—V

t,—s+1

esir, —r—u; <0,

esi0<r—r—v<qg—1

esir,—r—uy=q—1

—
=SSk
SRR
Il

)
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Par définition, Vi € {1,...,p}, n} > n! , ce qui implique de nouveau, d’aprés le Lemme 4 :

Cmin<lplvg q— 1) 2 Cmin(,P”vg q— 1) (D)
Ecrivons la suite (r; — 7 — vi)ieq1, . p}igio :

—r, =T, e, =7, 1=1r, ., Gg—1—k—r, 4o+1—k—r—1, .., p—k—7r—1.

N~

k fois

On remarque que le changement de valeur de la suite (1;) entre ig et ig + 1 est compensé
par 'absence du terme d’indice iy dans la suite, qui croit alors réguliérement (de 1 en 1) a
partir de l'indice k. Cette suite restreinte a It s’écrit donc :

=r, =r, ..., =T, /81 - ﬁQ -7 oy ﬁl -T

< k termes {<p—k—1 termes

pour des [3; appropriés avec 3; =0, Gi+1 > Biet B <p—k— 1.
On distingue trois cas.

2.21.21 r#0etp—k—r—120

e Si 3 —r >0, on note j le plus petit indice appartenant a {1,...,1} vérifiant 3; —r > 0.
Dans la suite (r; —7’—1/1-),-6{17.”4,}71-#0, il y a r+k—1 termes strictement négatifs et p—r—k
termes positifs ou nuls, ce qui donne, pour la suite restreinte & I'*, r +k — 1 — hy termes
strictement négatifs et p — r — k — hy termes positifs ou nuls.

Soit (u;);er+ lasuite (1)) ordonnée. Cette suite s’écrit : <

k termes

BjJrl_T? BjJrQ_Ta cey ﬁl_ra _T+q_]~a ey —T+q—1,ﬁ1—7"+q—1, ceey B]_T+q_1
p —k —r — hy termes k+1r—1— hy termes

Le minimum des u; — 7 est donc atteint soit pour ¢ = 1, soit pour le plus grand indice, noté
i, telqueu; = —r+q—1 (1< p—1r—hy). Ainsi

m}rﬁ(ui—i):min(ﬂjﬂ—r—l,—r—i—q—l—i) >min(fjq —r—1,g—p—1+hg) > —1.
ic

e Si B;—r < 0, tous les termes de la suite (r; —r— Vi)ie{l,...,p},i;éio sont strictement négatifs,
et donc Vi € I't, ! =r; —r —v; + ¢ — 1. La suite des r/ est donc ordonnée comme celle
des r; et s’écrit :

—r+q—1, .., —r+q—1, 1 —r+q—1,Po—r+q—1, ..., B —r+q—1

< k termes

Le minimum des r/ — 4, i € I'", est donc atteint pour le plus grand indice, noté 1, tel que
! =—-r+qg—1. Onail<ketdonc

min(r! —i) =7 1> —r+q—1—k.
ielt
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Or nous avons supposé que p — k —r — 1 > 0, et donc puisque p < ¢, nous avons aussi :

min(u; — 1) > —1.
el t

On peut maintenant calculer un minorant de cpin(P”,< ¢ — 1) en utilisant 'hypothése de
récurrence :
cmin(P",<q—1) Z t + min(0, mln( — 1))+ |17

ielt

:>cmin(,P”7<q_]-)> Z (tl—S)—F Z (tl_s—l)_1+|‘[+|

ielt ri—r—v; >0 ielt ri—r—v;<0
S emin(P<q—1)2 ) (ti—s)—[{ieI" ri—r—v; <0} —1+|I"|
ielt

& cmin(P<qg—1) = th [IT|s—(r+k—1—hy)—1+TT].
elt

Or on sait d’aprés (x) et (OJ) que
c¢(P,Q) > Cnnn(7)”7< q—1)+ P F]CQjoh

et donc, puisque |P;, N Qj,| = a+ti, + €, = (¢ —1)s+r +t;, + 1, il vient :

S oti— s+ (g—p)s+@—1)s—k+1+h +|[I"]
ieltUig

et, puisque p < ¢,

(P,Q) > > ti—|If|s+(p—1)s—k+1+h+|T7|.

ieltUig
Avec [IT|+|I7|=p—1, il vient :

c(P,Q) = >, ti—|[[Tls+(IT|+ I )s—k+1+h+(p-1-[I"])
ieItU{io}

o(P,Q)> > tit+|IT[s—k+h—|I"|+p.
ieI+U{io}
En utilisant maintenant |I~| = h; + ha, on obtient :
c(P,Q) > Z ti+ |17 |s—k—ha+p.
iel+tUu{io}
On cherche maintenant & minorer s. Revenons a la définition de n/ :

=(q—1(ti—s)+ri—r—uv.

Or puisque 7; € {0,...,q — 1}, r € {0,....,q — 2} et ; € {0, 1}, onar,—r—v; 2 1—qet
donc
"> (q-1D)(ti—s)—q+1=(qg—1)(t;—s—1).
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Donc si nf < 0,onat; —s—1< —1 ce qui équivaut a s > ¢;. Si de plus r; —r —v; > 0,
n! =(q—1)(t; —s) +r —r —v; <0 implique que t; — s < 0 et donc s > t; + 1. Ainsi

Ils=> " s= > s+ > s> > ti+ > (ti+1)

i€l i€l = ri—v;<r i€l— ri—v; 2r i€l— ri—v;<r i€l ri—v; 2T
= [I"|s > E tit{iel ri—vizr} > § ti + hg.
el el

Finalement, on obtient I'inégalité :

=

i=1

)

22122 r#0etp—k—7r—-1<0

Dans ce cas, Vi € [T, ri—r—v; < 0,etdonc Vi € IT, ]/ =t;—s—1letr! =ri—r—v;+q—1.
La suite des 7 est alors ordonnnée et s’écrit :

—r+q—1, ., —r+q-1, 61 —-r+q-1,B—r+q—-1, .., B—r+qg—1

< k fois
Le minimum des r/ — i, i € I'", est donc atteint pour le plus grand indice, noté 1, tel

querg’:—yq—q_l. On a i<k et donc

min(r! —i)=r{ —1>-r+q-1—k.
ielt

On applique maintenant I’hypothése de récurrence pour calculer cpin(P”,<q¢—1) :
Cmin(P",<q—1) = Z ! 4+ min(0, min(r{ — 7)) + |1
el t

iel+

= cmin(P",<q—1) > > (ti—s—1)+min(0,—r+¢—1— k) + [I'*].
et

Or on sait d’aprés (x) et () que
C(P, Q) 2 cmin(,P”y< q— 1) + |‘PZO N Qj0‘7
et donc il vient :

c(P,Q) > Z(ti*5*1)+min(0,*7‘+Q*1*]€)+|]+|+(Q*1)S+T+tio+1
ielt

< (P, Q) 2 Z ti—Zs—i—min(O,—r—i—q—l—k)—i—(q—1)s+r+1.
ieltUig ielt
En utilisant [I*| 4 |/~| = p — 1, on obtient :
(P, Q) = Z t¢+Zs+min(0,—r+q—1—k)+(q—p)s+r+1

ieI+Uig iel—

=c(P,Q) > Z ti—i—Zs—l—min(o,—r—i—q—l—k)—i—r—i—l

iel+Uig iel—
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puisque q = p. De plus puisque Vi € I, on peut montrer comme dans le cas 2.2.1.2.1 que

s > t;, et donc :

p
c(P,Q) 2Zti-}-min(o,—r—}-q—l_k)_{_?«_’_l‘
=1

Finalement :
esi—r+qg—1—k>0,on a alors :

p p
o(P,Q) =Y titr+1=> ti+p—k
=1 =1

car on ar + 1 > p — k par hypothése du cas 2.2.1.2.2 ;

e sinon on obtient :

p

P P
o(P.Q2) titr+l-rtq-1-k=) titqg-—k=>) titp—k
i=1

=1

Ainsi dans les deux cas,

=1

p
o(P,Q) =) ti+p—k=f(P,q).
=1

2.21.23 r=0

La suite (r; — r — v;);e1+, est donc en fait la suite (r; — v;);c7+ et s'écrit :

07 0’ A O’ /817 ﬂ27 A ﬂl'
—_—

< k fois
1!
{4
T
/!
1A
T3

Or,sir;, —v; #q—1,

SiTi—Vi:q—l,

ti—S
Ty — Vj.

t,—s+1
0.

On note m le nombre d’indices i € I tels que r; — v; = ¢ — 1. Ces indices correspondent
aux m derniers éléments de la suite des r; — r — v; puisque cette suite est croissante. La
suite (1});er+ ordonnée, notée (u;);cs+, s'écrit donc :

ceny 07 617 /827 ceey /Bl,m.

0, 0, ..., 0,0, 0,

m fois < k fois

Ainsi le minimum des 7 — 4 correspond au plus grand indice i tel que r) = 0. Puisque
1< m+k, mingep+ (r! —i) = r{/ =1 = —1 > —k —m. On applique 'hypothese de récurrence

pour calculer cpin(P”,<q—1) :

Cmin(P",<q—1) = Z t! + min(O,irél}Erl(r;' — i) + |7

el +
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Or
St = > (ti —s) + > (ti—s+1)
ielt ielt ri—r—v;#q—1 ielt ri—r—v;=q—1
= (ti—s)+m,
ielt

et donc on a :
Cmin(P",<q—1) = Z (t; — s) +m + min(0, m}g(r;’ —4)) 4+ |IT].
ielt '€
En utilisant maintenant la minoration précédente, et puisque min;cs+(r) —i) <0, il
vient :
emin(Po<q=1)2 Y (ti—s)+m—k—m+|T"|=> (t;—s)—k+|I"].
eI+ eI+

Comme précédemment, on revient a ¢(P, Q), et d’aprés (x) et (O), on obtient :

C(P7 Q) P> Cmin(P,/7< q — 1) + ‘Pio N Qj()’

=c(P,Q) > > (ti—s)+ I —k+(g—1)s+t, +1
el t

ScP,Q > Y ti—|[Fs+|IT—k+(g—1)s+1.
icl+Uig

Avec [IT|+|I7|=p—1, il vient :

o(P,Q)> > tit+|IT[s+|IT|—k+(g—p)s+1.

ieltUig
On peut montrer, de la méme fagon que dans le cas 2.2.1.2.1, que 'inégalité r; — v; > 0,
pour tout ¢ € I, entraine s > t; + 1.
Ainsi [I7[s = ,c;- s> > ;- (t; + 1), et on obtient donc

p
c(P,Q) =) ti+|IT[+|IT|—k+(g—p)s+1.
i=1

Finalement, puisque ¢ > pet I™ 4+ 1~ =p — 1, il vient :

P
(P, Q) = Zti-FP—k:f(PaQ)-
i=1

- cas 2.2.2 : k = 0 Supposons maintenant que k = 0. Les p classes de la partition P

possédent alors des restes distincts et non nuls ; on a 7, = p et puisque 7, est un reste de
la division entiére par ¢, ceci implique que p < ¢. On considére alors la pseudo-partition
P ap+ 1 classes (p+ 1 < q) composée des p classes de P et d’une classe vide. Il est clair
que Cmin(P, < q) = cmin(P, < ¢) puisque Pajout d’une classe vide ne change pas le calcul
de la concordance.
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La suite des restes ordonnés (7;) de P est : 0,71,72, ..., et donc

min(0, 1<Iz‘n<17191+1(ri — 1)) = min(0, 1%‘12;;(” —1)) — 1.
Ainsi : ,
f(P.q) = ;ti +0+min(0, min (7 i) +p+1=f(P,q).

Finalement montrer que emin(P,< q) = f(P, q) revient a montrer I’égalité entre cpin (75,< q)
et f(P,q), ce qui correspond au cas k > 1, étudié précédemment (cas 2.2.1).

Nous avons donc montré que pour toute pseudo-partition @ quelconque possédant ¢
classes,

p
o(P,Q) =) ti+p—k=f(P,q),
i=1
ce qui implique que
Cmin(Pa < Q) > f(Pa (])

et donc d’aprés le Lemme 2,
Cmin(P7 < Q) = f(P,Q)

On a donc montré que si le Théoréme 3 est vrai pour toute partition sur un ensemble &
moins de n éléments, alors il est vrai pour toute partition sur n éléments, ce qui achéve la
démonstration par récurrence du Théoréme 3.

O



